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GROUPES DE SELMER ET ACCOUPLEMENTS; 
CAS PARTICULIER DES COURBES ELLIPTIQUES 


BERNADETTE PERRIN-RIOU 


Soit E une courbe elliptique definie sur le corps des nombres rationnels Q. D’apres le theoreme de 
Mordell, le groupe E{Q) des points de E rationnels sur Q est un Z-module de type fini. Nekovaf vient 
de demontrer que son rang est de meme parite que la multiplicite du zero en s = 1 de la fonction 
L complexe associee a E/Q lorsque le groupe de Tate-Shafaravich est fini. La conjecture de Birch et 
Swinnerton-Dyer predit qu’il y a egalite entre ces deux entiers attaches a E. 

La demonstration de ce resultat par Nekovaf utilise essentiellement trois arguments et se fait en 
introduisant un corps quadratique imaginaire K et un nombre premier p auxiliaires verifiant certaines 
conditions. Le premier argument utilise le theoreme de Cornut concernant les points de Heegner (|^, 
conjecture de Mazur |2^) : on en deduit que le rang de E{Kn) tend vers I’infini avec n pour Kn 
I’extension de Q de de degre 2p” et diedrale sur Q. Le deuxieme argument est a base de theorie 
d’lwasawa. II s’agit de generaliser le theoreme de Cassels qui affirme que le groupe de Tate-Shafaravich 
d’une courbe elliptique modulo sa partie divisible (note div) est un carre, ou ce qui revient presque 
au meme, que le quotient du p-groupe de Selmer Sp(E/K) de E/K modulo sa partie divisible est 
un carre : on pent construire une forme alternee et non degeneree sur S'(iL)/div. Ce qui joue ici le 
role du groupe de Tate-Shafarevich est le quotient de Sp{E/Kao) par sa partie A-divisible divA ou 
Kao = UA„, r = Ga\{Koo/K) et A est I’algebre de groupe continue Zp[[r]]. On pent encore construire 
sur Sp{E / Kao) / divA une forme A-lineaire et alternee. Le troisieme argument utilise les resultats de 
Kolyvagin generalises par Bertolini et Darmon Q) et des arguments de descente pour conclure. 

Pour construire la forme alternee, Nekovaf reprend completement la theorie des groupes de Selmer en 
utilisant le formalisme des complexes. II obtient ainsi d’autres applications en theorie de Hida et autres. 
Nous nous contentons ici de faire cette construction en allant au plus court et de replacer ensuite ces 
resultats dans un contexte plus general. 

Le principe de la demonstration est de faire grand usage du twist d’un A-module : I’adjoint d’un 
A-module de torsion se calcule en effet facilement lorsque ses coinvariants sont de torsion pour I’anneau 
quotient, ce qui est realisable en faisant un twist convenable. Cette astuce permet d’eviter les difficultes 
dues au fait que le groupe de Mordell-Weil n’est pas fini. Ainsi, par exemple, I’accouplement de Cassels- 
Tate pent se calculer comme une ’’limite convenable” des accouplements relatifs aux representations 
twistees par k. 
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1. Preliminaires d’algebre commutative 

1.1. Adjoint et dualite. Soit A un anneau local noetherien complet de dimension r; plus precisement 
A sera I’algebre de groupes continue d’un groupe P topologiquement isomorphe a : A = Zp[[r]]. 
Soit X un A-module de type fini. On pose pour tout entier j > 0 

aX(M) = ExtX(M,A) 

En particulier le A-module a\{M) = Ext^(M, A) est Ladjoint (d’lwasawa) de M. Rappelons quelques 
faits d’algebre commutative. 

• Un module est dit pseudo-nul si la hauteur des ideaux associes est superieure ou egale a 2; 

• La hauteur des ideaux associes a a\{M) est superieure ou egale a i ; aussi, a\{M) est pseudo-nul 
pour i > 2, a\{M) est un A-module de torsion et pour dim A = 3, a\{M) est fini; 

• On pent interpreter a\{M) de la maniere suivante. Soit FracA le corps des fractions de A. Alors, 

a\{M) = HomA(M, Frac A/A) . 

• Si M est un A-module, a\{M) n’a pas de sous-modules pseudo-nuls non nuls. En particulier, si M 
est un module pseudo-nul, a\{M) = 0. 

• Supposons A de dimension 3. Si M n’a pas de sous-modules pseudonuls non finis, alors a\{M) est 
fini. 

Demontrons les deux derniers points. II existe un homomorphisme injectif E ^ M k conoyau F 
pseudonul avec E un module elementaire 0A/(/i). On en deduit la suite exacte : 

Q ^ ai{M) ^ a\{E) ^ al{F) . 

11 est facile de voir que E est de dimension projective 1, ce qui implique que a\{M) n’a pas de sous- 
modules pseudo-nuls non nuls. D’autre part, il existe un homomorphisme M ^ E k conoyau pseudo-nul 
F avec E module elementaire et de noyau pseudo-nul. Supposons maintenant que la dimension projective 
de A est 3 et que M n’a pas de sous-modules pseudonuls non finis : le noyau de M ^ E est done fini. 
Ainsi, on a un quasi-isomorphisme 

al{M) ^ al{F) . 

Comme la hauteur des ideaux associes a a\{F) est sup&ieure a 3, a\{F) est fini. On en deduit que 
a\{M) est fini. 

Definition. Un A-module de type fini M est dit negligeable si la hauteur des ideaux associes a M est 
superieure ou egale a 3. On dit que M verifie la propriete (A) si a\{M) est negligeable pour i>2. 

Un complexe (de longueur fini) de A-modules de type fini est dit suite presque-exacte s’il est exact 
a des modules negligeables pres. 
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Lorsque dim A = 2, les modules negligeables sont les modules nuls. Lorsque dim A = 3, les modules 
negligeables sont les modules finis. Une suite presque exacte est done une suite quasi-exacte. Un A- 
module de type fini M verifie done alors la propriete (A) si a^{M) est fini (eela est automatique pour 

Ainsi, si M n’a pas de modules pseudonuls non finis, M verifie la propriete (A). 

Si p est un ideal de A, on note le sous-module des elements de M annules par p. 

1.1.1. Proposition. Soit M un A-module de type fini, de torsion et p un ideal de A de hauteur 1. 

1) Si M/p est de A/p-torsion, on a la suite exacte naturelle 

0 ^ a\{M)/p ^ a\/p(M/p) ^ aliMf ^ 0 . 

2) Si M verifie la condition (A), on a une suite presque exacte 

0 ^ ai/p(M/p) ^ a\{M)/p ^ a°/p(MP) ^ 0 . 

Si M est de dimension projective inferieure ou eg ale a 1, la suite 

0 ^ a\/p(M/p) ^ a\{M)/p ^ ^ al/^{M/p) ^ 0 

est exacte. 

f 

Demonstration. On deduit de la suite exaete O^A^A^A/p^O avee p = (/) la suite exaete 
0 ^ ExtA(M, A)/p ^ Exti(M, A/p) ^ Ex.tliM,Ay 0 . 

D’autre part, on utilise une resolution de M par des modules de type fini 


avec L libre. Si L" est le noyau de L/p ^ M/p, on a la suite exacte 

0 ^ MP ^ L'/p ^ L" ^ 0 . 

On a le diagramme commutatif dont les lignes et les colonnes sont exactes : 

0 

1 

</p(Vp) - - ai/^(M/p)-0 

II 1 1 

HomA(i,A/p) —> HomA(ibA/p) —> Ext/(Af, A/p) —> 0 

1 

i 
1 

4/p(^'/P) 

Comme = a)/yp(M/p) pour / > 1, on trouve la suite exacte 

0 ^ ai/p Wp) ^ ExtA(M, A/p) ^ a^/p(MP) ^ a^/p(M/p) . 

Lorsque M/p est de A/p-torsion, il en est de meme de M^, aA^p(MP) est nul et on obtient I’assertion 
(1). En general, on pent resumer en les deux suites exactes 

0 

/ 

ai{M)/p 

/ 

0^ </pWp) - Exti(M,A/p) ^ </p(MP) ^ ai/p(M/p). 

/ 

aliMfi 

/ 

0 


0 ^ “A/p(^/p) 

0 ^ HoniAfAf, A/p) 
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Lorsque M verifie la propriete (A), a\{M) est negligeable. Lorsque M est de dimension projective 
inferieure on egale a 1, a\{M) = 0, le A-module L' est libre, done le A/p-module A'/p est libre et 
a^/p(A'/p) = 0. D’ou la suite exacte de la proposition. □ 

1.1.2. Remarque. (1) L’application , k/p) depend du choix d’un generateur / 

de p. 

(2) Le A/p-module a\{M)/p controle a la fois la partie libre de et la partie de torsion de M/p. 

En particulier, si M/p est de A/p-torsion, a\{M)/p est un module de torsion et on a la suite exacte 

0 ^ a\{M)/p a\/p(M/p) ^ ai{M f 0 . 

Si M est de dimension projective inferieure ou egale a 1, a\{M)/p est egal a a^^p(M/p). Si M verifie la 
propriete (A), {a\{M) est done fini), le noyau de I’application a\{M)/p CL\/p{M'^) est le sous-module 

de torsion de a\{M)/p et est quasi-isomorphe a a\^^{M/p). 

1.2. Construction d’accouplement. Soit deux A-modules M et M' de A-torsion et un A-homomorphisme 

0 

M a\{M') 

autrement dit une application bilineaire M x M' FracA/A. Si p est un ideal de A de hauteur 1, on 
en deduit un homomorphisme de A/p-modules 

M/p ^ ai(M')/p ^ Exti(M', A/p) . 

L’image du A/p-module de torsion tj<,/p{M/p) de M/p est contenue dans le module de A/p-torsion de 
Ext)\^(M', A/p). On a done le diagramme commutatif dont les lignes sont exactes : 


( 1 . 2 . 1 ) 


^A/p(^Vp) 

T 


Exti(M',A/p) 

T 

a\{M')/p 

T 

M/p 




(M'P) 




(M'/p) 


0 ^ tA/p(M/p) ^ M/p {M/pY* A/p-psn 

avec (M/p)** = HomA/p(HomA/p(M/p,A/p),A/p) = aA/p(®A/p(-^/p))- obtient ainsi un quasi- 
homomorphisme de A/p-modules 

4(0) :aO/p(a°/p(M/p) = (M/p)** ^ Qp ® a°/p(M'P) 
et un homomorphisme de A/p-modules 

4(0) : th/p{M/p) a\ip{M'/p) ^ a\ip{tf,/p{M' /p)) ■ 

Contrairement a ^p(0) depend du choix d’un generateur de p. 

1.2.1. Lemme. Supposons A de dimension inferieure ou egale d 3. Si M et M' sont des A-modules de 
torsion verifiant la propriete (A) et si 0 est un quasi-isomorphisme de A-modules, ^p(0) et 4(0) sont 
des quasi-A/p-isomorphismes. 

Demonstration. L’hypothese implique que 0p : M/p ^ aA(M')/p est un quasi-isomorphisme. D’autre 
part, a^yp(MYp) est fini ainsi que le conoyau de M/p ^ (M/p)**. □ 

Gardens les hypotheses du lemme. On deduit de 4(0) forme bilineaire quasi-non degeneree : 

tA/p{M/p) X tA/p{M'/p) FracA/p/(A/p) 

ou 

a\/p{M/p) X a\^p{M'/p) ^ FracA/p/(A/p) . 

Lorsqu’on tensorise 4(0) Frac A/p, on en deduit un isomorphisme 

Frac A/p ® a^/p(aA/p(Wp)) ^ Frac A/p 0 a^/p(M'4 . 
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En prenant I’inverse et en composant avec I’application induite par M'^ —> M'/p, on en deduit une 
forme bilineaire 

a°A/p{M/p) X a^/p(M7p) ^ FracA/p 

qui est non degeneree si et seulement si FracA/p 0 A/'*’ ^ FracA/p 0 M'/p est un isomorphisms, 
c’est-a-dire si et seulement si le noyau de AfP ^ M/p est de A/p-torsion. 


1.2.1. Lorsque A = Zp[[r]], A est muni d’une involution induite par t ^ t ^ et que Ton note avec un 
point. Si N est un A-module, N est le module N muni d’une nouvelle action de F : t ■ n = T~^n. 
Supposons F = Zp. Reprenons les suites exactes et la construction : si F^ = F^ , les modules 

Zp[r/r„]-pseudonuls sont nuls et (iV) est egal a tZp(A^) muni de Paction usuelle de r/r„ sur 

le dual de Pontryagin : r(/)(n) = /(r“^n). 

Pour p I’ideal engendre par 7 — 1, AfP est le module des invariants Af^ et M/p le module des 
coinvariants Mp- On obtient un diagramme commutatif dont les lignes sont exactes 


0 ^ tzTW) - 

Exti(M',A)r - 

Homz^(Mf,Zp) 

i 

HomZp(Ar'^,Zp) - 

-4 0 

T 

T 

T 


0 ^ tzp(Afr) - 

^ Mr - 

Lzp(Afr) 

-4 0 

Autrement dit, on obtient une forme bilineaire a valeurs dans Qp/Zp 



^Zp(Afr) X tzp(Afp) ^ Qp/Zp 

et une forme bilineaire a valeurs dans Qp 

* X M; ^ Qp 

qui est non degeneree si Qp ®Zp Af^ ^ Qp ®Zp Mr est un isomorphisms, En remplagant 7 par jP , on 
obtient de meme une forme sesqui-lineaire 

M'*r^ X Ar;„ ^ Qp[r/r„]. 

1.3. Calcul de I’adjoint. jl^, [^, |]^ Prenons A = Zp[[r]] avec F = Z^ Iwasawa a donne un 
moyen explicits de calculer a\{M). Soit F' un sous-groupe isomorphe a Zp de F. Soit 7 un generateur 
topologique de F'. Posons A„ = Zp[[r/F7] 

1.3.1. Proposition. Soit M un A-module de type fini de torsion tel que M/(jP — 1) soit un An-module 
de torsion pour tout entier n. Alors 

a\iM) = lim a\^(M/(jP" - 1)) = lim a^JMr'J 


I’application de transition etant induite par la trace c’est-d-dire par la multiplication par 7*' 


Cela se deduit des suites exactes 

0 ^ a\{M)r'^ a\^{Mr'J a\{MY'^ 


et du fait que la limits projective des a\{M)^^ est nulls. 

Dans le cas ou F = F' = Zp, on obtient le resultat bien connu suivant : si Mr^ est fini pour tout 
entier n, 

_.^p _.^p 

a\{M) ^ lim Af ” = lim M "/p^M " . 


Nous renvoyons a ou a pour des precisions et une interpretation en termes de cohomologie 
locale. 
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2. Modules de Selmer et theoremes de controle 

2.1. Notations. Soit p un nombre premier impair, F un corps de nombres, S un nombre fini de places 
de F contenant les places a I’infini et les places au dessus de p. Si v est une place de F, on note Gy un 
groupe de decomposition de F en v. Si L est une extension de F, on note S{L) I’ensemble des places de 
L au dessus de S. Si v est une place de F, la notation Ly/Fy signifie par abus de notation LyyjFy ou w 
est une place choisie de L au dessus de v (le contexte indiquant que le choix n’a alors pas d’importance). 

Soit V une representation p-adique du groupe de Galois absolu Gp de F, non ramifiee en dehors de S 
et ordinaire aux places divisant p. Ainsi, si Gf,s est le groupe de Galois de la plus grande extension de 
F non ramifiee en dehors de S, V est une representation p-adique de Gf,s- Soit T un reseau de V stable 
par Gf- On note V* = Hom(y,Qp), T* = Hom(r, Zp), V = G*(l) le dual de Tate de V,f = T*(l). Si 
W est un Zp-module libre de type fini, on pose U{W) = (Qp G W)lW et U{W) = (Qp G W)lW. 

Nous ferons desormais I’hypothese suivante : 

(Ord) V est ordinaire aux places divisant p. 

Dire que V est ordinaire aux places divisant p signifie que pour tout u | p, il existe une filtration 
de G„-modules Fil:J V associee a la representation p-adique V telle que le groupe d’inertie en v agit 
sur le quotient Fil{ G/Fil^'*'^ G par le caractere oil y est le caractere cyclotomique. On pose 
Filj T = Fil^ Vr\T. 

Soit p un caractere continu de Gf a valeurs dans Z*. On note V ® p \& representation V twistee par 
le caractere p. Lorsque p est la puissance fc-ieme du caractere cyclotomique, on trouve le twist a la Tate 
usuel note V{k). On pose pour simplifier Up = U{T ® p) et Up = U{T (g) p) = U{T) ® p~^. 

Nous ferons plus loin I’hypothese suivante pour certaines extensions L de F : 

(Hyp(L, V, p)) {V ® p)^^ = 0 et pour v \ p, {{V/ Fil^ V) (E> p)^^'’ = 0. 

Enfin, si F^o est une Zp ou Zp-extension, nous supposerons qu’il n’y a qu’un nombre fini de places au 
dessus de p dans Foo ■ 


2.2. Groupes de Selmer. Les modules de Selmer peuvent etre definis en prenant la definition de 
Bloch-Kato ou en prenant celle de Greenberg. Soit 

riL^(G„//„, pour w Ip 

H}{Fy,V)= I Imi/i(F„,Fil|y) ^ H\Fy,V) 

I = keriL^(F„, V) F[^{Fy,V/ Fil| V) pour v \ p 


et 


On a alors 


H}f{Fy,V) = H^{Fy,V)/H}iFy,V) . 


H}f{Fy,V) = 


pour u Ip 

H^{Fy,V/Fi\lV) pour u I p 


(sous I’hypothese (Hyp(F,V)), en general, I’inclusion seule est vraie pour v \ p). Soit F[j{Fy,T) I’image 
reciproque de F[j{Fy,V) dans H^{Fy,T) et 

H)j{Fy,U) = H^(Fy , U)tQplZp ® H}{Fy,T) = H\Fy,U)/lmH}iFy,V) . 

On definit Hj{F,T) comme le noyau de 

H\GF,s,T)^l[H}fiFy,V) . 


ves 


Ensuite, Hj{F,U) = Hj{F,V/T) peut etre defini comme le noyau de I’application 

H^iGF,s,G) Y[H}fiFy,U) . 
ves 
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2.3. Modules d’lwasawa. Soit Foo/F une Zp-extension ou une Z^-extension. On pose F = 

Gal(F"oo/^"), A = Zp[[Gal(Foo/F)]] et on note Fn = F^ le sous-corps de Foe fixe par F^”. Soit 
alors 

Xoo,f{Foo,f) = HomZp(iF)(F’oo,Z^),Qp/Zp) 

on Hj{Foo,U) est la limite inductive des Hj{L,U) pour L sous-extension de Foe- C’est un A-module de 
type fini. Soit p un caractere continu de Gf a valeurs dans Z* se factorisant par F. 

Notons 

(H^{Gy/Iy,{V pY'^) pour p Ip 

Hl{F,,V®p) = Uu,HYF„,¥i\lV ® p) ^ HYF„,V ® p) 

keriF^lF’^, V ® p) ^ V ® pj Fil| V ® p) pour v \ p 

et 

H)YF^,Up) = hYf,Mp)/i^hI{f,,v ® p) 

Soit Hl{F,Up) le noyau de 

H\Gs,fMp) -^\{h)YFvMp) C \{H\F,,Up)ll^H\F,,Yi\lV ® p) 

v^S v\p 

n HYF.,Up)/lmHYG./h,{V<S>pYY ■ 

vGS,v\p 

On definit F[j^ comme pour Fij, Lorsque Foo contient le corps Lp fixe par le noyau de p, le 
module 

XooAFo.,f®p-Y =^Homz^(Ffi(Foo,Z^p),Qp/Zp) = Xooj{Foo,f)®P~^ 
est un twist de Xooj{Foc,T)- 


2.4. Theoremes de controle. On note 
5 {Ly,T p) = '^p{LY 


UpYrA^'’ / i-m{v ^ pA^'> sip Ip 
Wp(T/Fillsip Ip 


Considerons pour L contenu dans Foo les applications 

^F^/L{T(i>p) : HYFoo/LMf^A ^ n H\Foo,v/Ly,3piFoo,v)) ■ 

veS(L) 


Remarquons que seules les places de F qui ne sont pas totalement decomposees dans Foo interviennent 
reellement. 


2.4.1. Proposition (theoreme de controle, cas d’une Zp-extension). Les applications induites par 
restriction 

Hl{FMp) ^ Hl{FooMpf = xYf'Zg^^p-Y 

entrent dans une suite exacte naturelle 

0 ^ kerEF^/F{T®p) ^ Hl{F,Up) ^ Hl{FooMpf 

^ cokerS^^/^(T (g) p) ^ iFi(F, T(g)p“i) . 

2.4.2. Corollaire. Sous I’hypothese (Hyp(F, R, p)), I’homomorphisme 

XYFoo,mp-Yr ^ hyfYJp) 

a un noyau et conoyau finis. Sous I’hypothese (Hyp(Foo, V, p)), les noyaux et les conoyaux des 

XYFo.,mp-Yr„ ^ hiYkAp) 

sont d’ordre borne par rapport d n. 
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II est commode d’introduire un sous-groupe de H"^{Gs,FMfi) un peu plus grand que Hl{F,Up). II 
s’agit du noyau de 

H\Gs,fMp) n H),{F.,Up) 

v^S 

avec 

{iI{w\vH^iPoo,wMp)Y siv\p 

H},{F,,Up) = I {n^^,H\F^,,,Up/Fi\lV ^ p)f siu Ip 
[= in^l.HHF^,,,UpiT/Fi\lT))r 
On note aussi Hl{Fy,Up) le noyau de F[^{Fy,Up) Hj^{Fy,Up). 

L’interet d’introduire ce module est le lemme suivant 

2.4.3. Lemme. Les suites suivantes sont exactes 

0 ^ H\F,U^^’-) ^ Hl{FMp) ^ Hl{Fo.Mpf ^ 0 


0 ^ X,{Fo.,f®p-^)r ^ HliF^Up) ^ ^ 0 

Demonstration. On a en effet le diagramme commutatif dont les lignes et les colonnes sont exactes 

0 

T 

HliF^Mpf ^ H\Gs,F^,Upf -> (ny^s(F^)H},iFo.,v,Up)y 

T T T 

HliF,Up) ^ H\Gs,F,Up) ^ I\yesH%iFv,Up) 

T 

T 

0 



II s’agit de voir que la fleche verticale de droite est injective. Lorsque u | p est totalement decomposee 
dans Foo, HjjFy,Up) = (n w\v F^)*iFoo,vMp)Y car F agit simplement par permutation des facteurs. 
Soit V ne divisant pas p et non totalement decomposee dans F^o- Si w est une place de Fqo au dessus de v, 
I’extension Foo,w est I’unique extension de Fy non ramifiee et de groupe de Galois un pro-p-groupe. Done, 

H^^{Foc,wMp) est egal a iJ^(Foo,u,,Wp)^. On en deduit que Hj^{Fy,Up) (jlyy\y Hj^{F^^y,Up)j est 
un isomorphisme. Lorsque v \ p, I’assertion est claire. □ 

Demonstration de la proposition. La difference entre Hl{F,Up) et F[l{F,Up) est calculee par la suite 
exacte suivante, consequence de la suite exacte de Poitou-Tate : 

0 ^ HliF^Up) ^ HliF,Up) ^ n HliFy,Up)/HliF,Up) ^ 

ves 

et il n’est pas difficile de voir que Hl{Fy,Up)/F[l{Fy,Up) est exactement I’ensemble d’arrivee de 
^f^/f{T ® p). En effet, cela est clair pour la contribution des places totalement decomposees dans 
Foo. Pour une place v non totalement decomposee dans Fqo et ne divisant pas p, on a d’apres le calcul 
precedent 

Hl{FyMp) = H^{F^,y/Fy,Up^’--) 

Hl{FyMp) = Qp/Zp ® H\F^^y/Fy, (T O ) 

= H^{F^,y/Fy,Up{T^^^^«)) 

car Gal(Foo,t,/Fu) est de dimension cohomologique 1. Done, 

Hl{Fy,Up)/HliFy,Up) = H^{F^,y/Fy,ipiF^^y)) . 

Remarquons que par la dualite de Tate, e’est aussi le dual de Pontryagin du sous-Zp-module de torsion 
de iJ^(Foo,t,,dont le cardinal est le nombre de Tamagawa local en v de f®p~^. 
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Soit maintenant une place v divisant p. On a par definition le diagramme commutatif et exact suivant 


T 

T 

0 


0 

T 

H^{F^Mp) 

T 

H\F,Mp) 

T 

0 


0 

T 

H^{F^,^MpiT/Vi\l T)f^ 

T 

H\F^Mp{TlFAlT)) 

T 

H^iF^,v/F^, {Up{T/ Fili ) 

T 

0 


. 


L’image de F[^ / Fy,Up{T / dans = i7^(F„,^Yp(FilJ, T)) est nulle. D’ou I’assertion 

sur la contribution en p. □ 


Pour demontrer le corollaire, on remarque que si p | p et que v n’est pas totalement decomposee dans 
Foo, F[^{Foo,v/Fy,uf^'^’'’/{V est dual du sous-groupe de torsion de et 

a comme cardinal le nombre de Tamagawa local Fa.Ta.y{T®p~^). Ainsi, il vaut 0 si P a bonne reduction 
en V. Lorsqu’on remplace F par F„, TaniF„,t,('r(8ip“^) est borne par rapport a n (Eg, 2.2.6]). Pour v \ p, 
I’hypothese (Hyp(Foo, V, p)) implique que H^{Foo,v/Fn,vMp est fini et d’ordre borne par rapport 

a n. 


2.5. Theoreme de controle : cas d’une Zp-extension. On suppose maintenant que F^o est une 
Zp-extension de F. On a les theoremes de controle suivants relatifs a la descente de F^o a une sous-Zp- 
extension Lqo (on note alors = Zp[[Gal(Loo/F)]]). Notons (g> p) I’application 

n H\F^^jL^,,,3piF^,v)) ■ 

veS{L^) 

Seules les places totalement decomposees dans Lqo et les places divisant p interviennent en fait. En 
effet, dans le cas contraire, elles sont necessairement totalement decomposees dans Foe/Loo- Notons 
enfin H/{Loo,f(Sip~^) la limite projective des Hl{Lmf®p~^) pour les applications de corestriction. 

2.5.1. Proposition (theoreme de controle, cas d’une Zp-extension). Soit Loo wne sous-ljp-extension de 
Foo ■ L ’application de restriction induit par dualite un homomorphisme 

Fac jLoo ■ {Foo,T®p ^)Ga.\(Foo/Loo) ^ ^ C50,=i: (^OO 5 Top ^) 

qui se trouve dans une suite exacte naturelle de AL^-modules 

Hl{Loo,f®p~^) coker'" f^/Foo{T O p) ^ ^oo,*(Too, T(8)p"^)Gai(E,»/L„„) 

^ Aoo,*(Too,T(8)p“^) ^ kerSj^^/i_^(T O p) ^ 0 . 

Sous I’hypothese (Hyp(Too, P, p)), le noyau de rp^/^oo conoyau est annule par une 

puissance de p. Lorsqu’il y a un nombre fini de places au dessus de S dans Loo et sous (Hyp(Foo, V, p)), 
les noyaux et conoyaux des sont finis et d’ordre borne par rapport a n. 

Demonstration. La suite exacte se demontre en utilisant le diagramme exact et commutatif suivant avec 
r = Gal(Too/Too), 



0 

0 


T 

T 

Hl{FooMpf' - 

- H\Gp^_„Up)^' - 

(nu,6S(Eoo) 

t 

T 


Hi {Loo, Up) - 

HHGloo.s^Gp) - 

YlveS{Loo) 


T 

T 


H\T',Up^’-) - 

^ riueS(Loo) i^oo,v/Loo,v,3p{Foo,v)) 


T 

T 


0 

0 


0 
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En effet, soit w une place de Foo ne divisant pas p et v sa. restriction a Loo- Si w n’est pas 
totalement decomposee dans Foo, on a Hj^{Foo,w,i^p) = H^{Foq,wMp) car Hl{Foo,w,Up) = 0. Si p 
n’est pas totalement decomposee non plus dans Lqo, on a alors aussi Hj^{Loo,w,l^p) = H^(Loo^w,L(p) 
et I’application d’inflation est un isomorphisme. Si v est totalement decomposee dans Loo, le noyau de 
00 ,10: Zip) ^ 1 1 7 ; (-Z^oojTi;, Zip) est e§al an Quotient 

ll^(Loo,„/Loo.„,Zlp)/Qp/Zp ® H'^{Foo,v/Loo,v, {T 0 p)'^^“.") = H^{Foo,v/Loo,v,3p{Foo,v)) ■ 

Si w est totalement decomposee dans Foo, I’assertion est triviale. Si w est une place divisant p, le 
noyau de I’application inflation est isomorphe a H^{Foo,v/Loo,v, 5p{Foo,v))- Cela demontre les assertions 
sur le diagramme precedent. Par une des variantes de la suite exacte de Poitou-Tate, le conoyau de 
^^(^Too.sjZlp) ^ nt,eS(Loo) (Loo, 7 ,,Zip) est contenu dans le dual de Pontryagin de Hl{Loo,T®p ^). 

On en deduit la proposition. □ 

Un cas particulier est le cas ou p est le caractere trivial. 


2.5.2. Corollaire. Soit Loo une sous-hp-extension de Foo- H existe une suite exacte naturelle de 
modules 

Hj{Loo,f) cokerEp_^/L^{T) 

^ -Aoo,/(Loo,'L)Gal(E„o/Loe) ^ Xooj{Loo,f) ^ keiEp^ / p^{T) ^0 . 

2.5.3. Corollaire. Soit Loo une sous-Zp-extension de Foo- Si Xoo,*(,Loo,T®p~'^) est un Ap^-module 
de torsion, alors Aloo,*(Loo, LOp”^) est un A-module de torsion. 


2.6. Construction de I’adjoint. 

2.6.1. Supposons que Foo est une Zp-extension de F. Nous dirons que p est admissible (pour V 
et Foo) si pour tout entier n, les X*(L'oo,T'(8)p“^)r„ sont finis. Si p est admissible, necessairement 
Xoo,*{Foo,f($:p~^) est de A-torsion. 

II existe un caractere de Ga^Foo/L) dans Z* admissible pour V si et seulement si 
(Tors(Foo, U)) Xf{Foo,T) est un A-module de torsion 

et il en existe alors une infinite. En effet, fixons un caractere non trivial de Gal(Foo/F) dans Z* ; si M 
est un A-module de type fini et de torsion, pour tout entier k sauf un nombre fini, (M®p^)r„ est de 
torsion pour tout entier n. En effet, si H est une serie caracteristique de M (en particulier U annule 
M), (M®p^)r„ est fini si et seulement si — 1) est non nul pour C,n une racine de I’unite d’ordre 

p^ et u = p(pf)- Comme F n’a qu’un nombre fini de zeros par le theoreme de preparation de Weierstrass, 
le fait precedent s’en deduit. 

Les applications 

Fi(F„,Zlp) ^ 

induisent par passage a la limite projective pour les applications de corestriction un A-homomorphisme 

■- lim Fi(F„,Zlp) ^ a\{Xoo,AFoo,f(S)p-^)) 


(proposition 1.3.1). Soit 


^f„„(T’«>p) :Z^P°^” n 3p(Foo,77) 

OU S^‘^{Foo) designe I’ensemble des places de S{Foo) non totalement decomposees sur F. 

2.6.1. Proposition. Soit Foo/F une Zp-extension telle que ( [Tors (foo, F)| ) soit verifiee et soit p 
admissible pour Foo - On a la suite exacte naturelle 


a''’’ 

0 ^ ker^Fo„(T(g) p) ^ lim F„^(f„,Fp) -5° a\{Xoo,*{Foo,f0p~A 


coker^p^{T 0 p) ^ Hl{Foo,f®p-'^) . 
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2.6.2. Corollaire. Sous les hypotheses de la proposition, si de plus (Hyp(Foo, V, p)) est verifie, 
est un quasi-isomorphisme. 


Le corollaire se deduit de la finitude du noyau et du conoyau de (T (g) p) (11 n’y a qu’un nombre 
fini de places dans 5'"'^(Foo)). 


Demo nstration de la proposition. La proposition se deduit de la proposition 1.3.1 et de la proposition 
2.4. l| (remarquons que I’application de corestriction devient dans I’isomorphisme = St 

I’application induite par I’identite sur S). □ 


2.6.3. Remarque. Supposons de plus que p ^ est admissible pour T et pour Fqo. Alors, Hl{Fn, T®p 
est fini pour tout entier n et est egal au sous-groupe de Zp-torsion de Hl{Fn,f®p~^), c’est-a-dire a 
Up . Done, sous cette hypothese, 


2.6.2. Prenons maintenant pour F^o/F une Zp-extension. Soit F„ le corps fixe par r„ = . 

Si Loo est une sous-Zp-extension de Foo/F, on note Loo,™ = LooFn- Ainsi, Loo.n+i/Loo,™ est 
une extension d’ordre p (pour n assez grand). D’autre part, fixons une Zp-extension de F telle 
que Foo = LooL'oo- On pose Al^ „ = Zp[[Gal(Loo,n/L^)]]- Si M est un Zp[[Gal(Loo,n/L)]]-module, 
®Zp[[Gai(Loo „/F)]](-^) muni de sa structure naturelle de Zp[[Gal(Loo,«/L)]]-modules 

s’identifient canoniquement ([l^). La norme de Loo,n+i a Loo,™ induit alors des homomorphismes 
naturels : 


Choisissons une Zp-extension L 


Zp[[Gal(L„p,„+i/F)]](^r„+i) ^ aZp[[Gal(Lpp,„/F)]](^rp) • 

telle que Xoo,*(,Foo,T®p~^)Qgx(F^/L,,a „) soit de A/,^ ^-torsion pour 

T®p~^) soit de 


tout entier n. Par la proposition 2.5.1 , cela est equivalent a ce que Xoo,*iLao,n, 
torsion pour tout entier n. On dit alors que p est admissible pour Foo/Loo- 


2.6.4. Proposition. On suppose verifies (Hyp(L'oo, 14,p)), que 

(Tors(Foo 5 14, p)) Xoc,*{Foo,TiS)p~^) est un A-module de torsion 

et que p est admissible pour Foo/Loo- Les applications naturelles 

^™ • ^ (Aloo,;,: (Loo,™, Llg)p )) ^ ^ (A^oO,=,= (Loo , L{g)p )Gal(Foo/Foo,p)) 

induisent un A-homomorphisme Too injectif 

lim ^ (A^oo,=,= (Loo,™, L(g>p )) ^ a^(^Xoo,*{Foo,T^p )) 


et on a la suite quasi-exacte 

0 ^ Im ^(d^oo,*(Loo,™,L(g)p“^)) ^a\{Xoo,*iFoo,f®p~^)) 


IT 5piPoo,v) 

™eS'“^(Foo/Foo) 

Demonstration- Posons A„ = Ap^^^, = Ga^Loo/Loo.™) et a/, = M„ = Xoo,*(Loo,™,L^p”^), 

M = Xoo^ fiFoo, f®p-^), 3 = n™GS(Fpp) 3p(L'oo,™), = Sj^pp/Lpp,„(L (g) p). La suite exacte de la 

proposition 2.5.1 appliquee a Foo/Loo,n devient 

coker E!„ ^ ^ ^ ker E!„ ^ 0 

et on a la suite exacte tautologique 

0 ^ co'k^„ ^ Lri(r^3) ^ ^ kiT^ ^ o . 

Soit M/ I’image de Mr^ dans Mn- On a alors les suites exactes 

oUMt'J a),(cokerS„) 

0 ^ al{Mn) a\{M/) a2(kerS„) . 








12 


BERNADETTE PERRIN-RIOU 


On en deduit I’injectivite de a^(M„) ^ et par passage a la limite celle de lim 


D’autre part, on deduit de la suite exacte tautologique la suite exacte 

0 ^ ^ a^(cokerS„) ^ ^ 0 


avec Rn d’ordre borne par rapport a n (on utilise le fait que a\{R) = 0 si i? est un module fini). 

Nous allons maintenant raisonner a des modules finis pres d’ordre borne par rapport a n (on parle 
alors de suites quasi-exactes et de quasi-isomorphismes controles) : on a la suite quasi-exacte controlee : 

0 ^ a^(M„) ^ (coker- 

et le quasi-isomorphisme controle 

= a(,(cokerS„) 


Comme 3 est annule par une puissance de p, et la limite projective des 

(coker S„) est quasi-isomorphe a 3- La proposition se deduit alors de la proposition 1.3.1 □ 


2.6.5. Remarque. On pent etre plus precis sous une hypothese dont on montrera plus tard qu’elle est 
vraie. Supposons que le plus grand sous-A„-module fini de = Xoo,*{Loo,n, T®p~^) est d’ordre borne 
par rapport a n. Alors la derniere fleche est quasi-surjective. En effet, comme est contenu dans M„, 
est fini d’ordre borne par rapport a n. On a done la suite quasi-exacte 


( 2 . 6 . 1 ) 


0\im ^{Xoc,*iLoo,n,T^p ^a\{Xoc,*iFoc,fi^p ^)) 

^ n 5p{F^,v) ^ 0 


3. Construction d’accouplements entre modules de Selmer 

3.1. Accouplements de Cassels-Tate. 

3.1.1. Theoreme (Flach). II existe un homomorphisme naturel 

Casselsf(r® p) : Hl{FMp) x Hl{FMp) ^ Qp/^p 
qui induit un isomorphisme 

Cf{T O p) : HI {F^)/ div ^ (F, Up)/ div 

oil Mj div designe le quotient d’un hp-module M par sa partie divisible. En particulier, si Hl{F,Up) et 
Hl{F,Up) sont finis, on en deduit un isomorphisme 

Cf{T ® p) : ^ Hl{F,Up) . 

On a les proprietes suivantes : 

(1) Si L/F est une extension finie, 

Cassels_F(T ® p){x,coTesF/Fy) = Casse\sL{resF/F x,y) 

(2) Si F/Fi est une extension galoisienne et a & Gal(E/Fi), 

Cassels_F(T ® p)[ax, ay) = Cassels_F(T ® p){x,y) . 

(3) Soit L un corps contenant le corps fixe par le noyau de pP . Soit x S Hl{L,Upn) et y € 
Hl[L,Upn). Alors, si Twp(x) (resp. Twp-i{x) designe le p-ieme twist de x (resp. le p~^-ieme 
twist de y), on a 

Casselsz,(r (g> p){Twp{x),Twp~i{x)) = Casse\sL{T){x,y) 

(4) Le dual de Cf(T 0 p) par la dualite de Pontryagin est Cf{T®p~^) . 
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3.1.2. Remarque. 1) La partie divisible de Hl{F,Up) est Qp/Zp ® Hl{F,T 0 p). 

2) Pour p le caractere trivial, V = Vp(E) et en utilisant I’accouplement de Weil pour identifier 
V —>■ V = P*(l), I’accouplement obtenu est I’accouplement de Cassels. L’accouplement de Weil etant 
alterne, I’accouplement de Cassels est une forme bilineaire alternee. C’est ce qui permet de montrer que 
I’ordre du quotient du groupe de Tate-Shafarevich par sa partie divisible est un carre. 

La demonstration du theoreme |3.1.l| est faite dans |^, les deux sous-espaces de P ® p et que 

sont Fil,^ V ®p et FilJ V®p~^ sont orthogonaux dans la dualite naturelle V ® px V®p~^ —> Qp(l) (voir 
aussi 1^, §5.4]) Pour le comportement par twist, il suffit de reprendre la definition en remarquant que 
pour T G Gl, p{t) = 1 modp". Les differentes cochaines construites different alors d’elements de T et 
finalement I’image est la meme dans ^Z/Z. 


3.2. Dualite : cas d’une Zp-extension. 

3.2.1. Theoreme. Soil Foo/F une "Lp-extension. Soil p un caractere continu de Gp d valeurs dans 
Zp tel que ( Tors(Foo, P, p)| ) soit verifiee et tel que p soit admissible pour Fqo et V. Les applications 
Gp^iT (8) p) induisent un K-homomorphisme quasi-injectif 

a\{Xao,*{Foo,f<^p~^)) 


Gp^{T®p) : ® p) 

et on a plus precisement la suite exacte 

0 ^ kei^p^{T (g> p) ^ Xoo,*(Poo,F (g) p) 
^ coker ^p^ (T g) p) 
ou 


aA{X^^^{F^,t®p ^)) 




3p{Foo,v) ■ 


t;GS"‘^(Eoo) 

Si de plus p~^ est admissible pour V et F^o, on a la suite exacte 

0 ^ ker^Foo(P g p) ^ Xoo,*{Foo,T g p) ^ a\{Xoci,*{Foo,T®p~^)) 


cokei^p^{T ® p) ^U\ 




En particulier, Xoo,*{Foo, T ® p) est lui aussi de A-torsion. 

Demonstration. Par passage a la limite projective des isomorphismes 

Gp^iT g p) : Hli^Up) ^ Hl{F„,Up) , 
on obtient un homomorphisme de A-modules 

A:*(Poo,'rg p) ^ lim Hl{FnMp) -> aA(^*(Poo,'Fgp“^)) . 


La premiere fieche est bijective. Les noyau et conoyau de la seconde sont decrits en 2.6.1 ainsi que dans 
la remar que qui le suit. □ 


3.2.2. Corollaire. Soit Foo/F une'Lp-extension. On suppose verifiee ( rors(foo, P) ). Les applications 
Gf^(T g p), pour un caractere continu admissible p de Ga\{Fao/F) d valeurs dans Z*, induisent par 
twist par p~^ un quasi-isomorphisme independant de p 

Xooj{Foo,T) —» a\{Xooj{Foo,f)) 

et on a plus precisement la suite exacte 

(3.2.1) 0 ^ kei^p^iT) ^ X^j{F^,T) ^ a\{X^j{F^,f)) ^ coker (T) ^ 

oil 

^ n 3p(^oo,.) 

En particulier, X^ojiFocT) est lui aussi de A-torsion. 
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Demonstration. II existe sous ces hypotheses un caractere p de Gal(foo/ f) ad missible pour T tel que 
p~^ soit admissible pour f. L’independance par rapport a p se deduit de |l.l.l| et du fait que le calcul 
de I’adjoint d’un module M peut se faire en utilisant uniquement les quotient /p^M^^. □ 

3.2.3. Corollaire (Greenberg). Le plus grand sous-A-module fini de X^j(F^,T) est egal au noyau de 
(T). Si ker^Foo {T) est nul (par exemple si U'^’^ est nul, ce gui est equivalent a la nullite de ), 

Xoo,f{Foo,T) n’a pas de sous-modules finis non nuls et est de dimension projective inferieure ou egale 
a 1. 

Par exemple, s’il existe une place v \pdeS telle que = 0, iT) est injective et Xacij{Faa,T) 

est de dimension projective inferieure ou egale a 1. Si P est la representation p-adique associee a une 
courbe elliptique, cela est le cas s’il existe une place v \ p on E a mauvaise reduction additive. On 
retrouve le resultat demontre par Greenberg (0 Proposition 4.15]) 

II est commode de travailler avec I’application A-sesquilineaire qui se deduit de Cf^{T ® p) : 

CasselsFoo(r <8 p) ■ Xoo,*{,Fao,T ® p) x X^^^{Foa,f®p~'^)) A 


ou 

CasselsF„„ (T) : Xooj{Foo,T) x Xooj{Foo,f)) A . 

On a done pour I’une ou I’autre 

Gassels(Aa;, y) = Gassels(a:, Xy) = A Cassels(a;, y) . 

3.2.4. Proposition. On a 

CasselsF^{T){x,y) = Gasse\sF^iT){y,x)'. 

Demonstration. II suffit de demontrer I’egalite 

Casse\sF^{T (8> p){x,y) = GasselsFoo(T’ ® p~^){y,x) 

pour p un caractere de Gal(A’oo/^’) admissible. Posons M = X^{Foo,T ® p) et M' = X^{Fao,T®p~^). 
L’application Cf^{T (gi p) est definie par passage a la limite des A-homomorphismes 


HliFr^Up) ^ HliFn,Up) 


et on a le diagramme commutatif 


Hl{Fn,Up) 

T 

II 

Mr^ 


CPn 


Hl{FnMp) 

i 

M' 

T 

aA(^')r„ 


En prenant le dual de Pontryagin de ce diagramme, on obtient le diagramme commutatif 


Hl{Fr,Mp) 

T 




CeXT®P 0 


M 






On passe ensuite a la limite projective. Les applications > aA(M^)r^ induisent alors Thomomor- 

phisme naturel M' at^{a^_{XI')) et les Cf^{T (gi p~^) induisent I’application Cf^{T 0 p~^). □ 
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3.3. Dualite : cas d’une Zp-extension. Soit Foo/F une Zp-extension. On suppose (Hyp(i^oo, ^))- 
Soit Loo une sous-Zp-extension de F^/F. Disons que est admissible si Xaoj{Loo,m T) est un 
module de torsion pour tout entier n. Une telle Zp-extension existe. En effet, cela revient a montrer que 
si F est un element de Zp[[Ti,T 2 ]] (en I’occurrence la serie caract&istique de XoojiFoof)), il existe un 
entier b tel que + T 2 )^ — 1,T2) ^ 0 pour tout entier n. Dans le cas contraire, F{Ti,T 2 ) serait 

divisible par 1 + Ti — Cn(&)(l + ^ 2 )^ pour tout entier b avec n{b) entier dependant de b. Ces elements 
etant premiers entre eux, cela impliqu erait que F(Ti,T 2 ) est identiquement nul. 

On pent alors appliquer le corollaire 3.2.2 a Loa,n/L'^ '■ H existe une famille de Ai^^„-homomorphismes 


CAoo,n(^) ■ Xoo,fiLoo,n,T) 




. (-Aoo,/(Loo,n,'L)) 


puis definir par passage a la limite projective et en composant avec Tq 
A- modules 

Xooj{Frx,,T) —» a\(Xoo,/(Loo,'L)) 


(2.6.4) un homomorphisme de 


3.3.1. Proposition. On suppose verifies (Hyp(Foo,P)) et ( rors(L'oo, U) ). Le K-homomorphisme 
Cf^(T) se trouve dans une suite quasi-exacte 


0 ^ X^jiF^,T) ^ a]v(Xoo./(Loo,T)) 


n 3(Lo< 


.) ^0 


Le noyau de Xooj{Foo,T) a\{Xoo,fiFoo,T)) est contenu dans . 

Demonstration. Considerons les suites exactes ( ^.2.l| ) relatives a la Zp-extension Loo,n/L(j et passons 
a la limite projective. Les ker^^^ ni'^) sont finis et d’ordre borne et leur limite projective est finie. La 
limite projective des Xooj(Loo,m T) est Xooj{Foo,T). La limite projective des a\^ iXoQj{Loo,n, T)) 
est etudiee dans la proposition |2.6.4 (on pent utiliser la remarque qui suit car le plus grand module fini 
de Xoo,fiLoo,n,T) est ker^i^_„ qui est d’ordre borne par rapport an) : on a la suite quasi-exacte 

0 ^ lim (^oc..*(^oo,«,L)) ^aA(Xoo,/(Loo, L)) 


^ n 3 (Loo..) ^ 0 

oil 5'”'’*(Loo/Loo) designe les places de Loo non totalement decomposees dans Loo/Loo- Comme 
est suppose fini, la limite projective W du quatrieme terme de la suite exacte est quasi-isomorphe 
a la limite projective des nt;GS"‘^(Loo „) 3(Loo,n,'u)- Soit v G S'^‘^{Loa,n) ne divisant pas p. Elle n’est 
pas totalement decomposee dans Loo,n, elle est done totalement decomposee dans Loo/Loo- Comme 
d’autre part 3(Loo,tu) est fini, les groupes 3(Loo,n.u)) sont stationnaires pour n ^ 0 et I’application de 
corestriction de nu,GS(Loo,n).™|^> 3(^oo.n.u,) est surjective. La limite projective est nu,GS(F„„).u;|i; 3(Loo.u,). 
On en deduit que W est quasi-isomorphe a nu)GS(F ) w\vgS'^'‘{l ) 3(Loo.n,tu)- Enfin, la limite projective 

des est finie. □ 


3.3.2. Corollaire. On suppose (Hyp(Loo,U)) et ( Ibrs(L/oO£) ). Le k-module X^ojiFocT) verifie la 
propriete (A) : il n’a pas de sous-modules pseudo-nuls non finis et les a\{Xooj{Foo,T)) sont finis pour 
i>2. 


4. Consequences 

Nous pouvons maintenant appliquer les resultats de 


4.1. Descente : Zp-extension. Soit Foo/F une Zp-extension. Reecrivons le diagramme (1.2.1) pour 
M = Xoo,fiFoo,T), M' = Xoo,f{Foo,T) et pour le A-homomorphisme 

Xooj{Foo,T) a\{Xooj{Foo,f)) 


que Ton a construit dans les §3.2 et |3l^. Posons S'p(L) = Hj{F,U), Sp{T) = F[j{F,Ll), Sp{T) = F[j{F,T) 
et Spit) = H}iF,t). 
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SpiT) 

i 

HomZj,(Mf,Zp) 


0 - 

Sp{f)/diY 


^ 0 




i 


0 - 


. a\{M')r - 

-4 Homz^(M'^,Zp) 

^ 0 


T 

T 

T 


0 - 

tZp(Mr) 

■> My ~ 


^ 0 


i 

i 

i 


0 - 

-> 5'p(rj7div - 

. - 

HomZp(5(T),Zp) 

^ 0 


On pent demontrer en suivant les fleches que Ton retrouve I’application de Cassels, autrement dit que 
Ton a le diagramme commutatif 

Sp(T)/div 

Cf{T) T 

Sp{E)/d\\ ^ 

D’autre part, lorsque S{T) n’est pas fini, on obtient une forme bilineaire (•, ■)j 

S{T) X S{f) ^ <Qp . 

Elle depend de 7 et bien stir de la Zp-extension Eoo- Pour p caractere non trivial de P a valeurs dans Z*, 
on note (•, •)p = (log^ p{'j))~^{-, ■)^. On pent demontrer que Ton retrouve la hauteur p-adique ordinaire 
associee a p (cf. |2^ dans un cadre un peu different). Nous n’en aurons pas besoin. 


4.2. Descente : Zp-extension. Maintenant que nous avons construit Cf^{T) en nous aidant de 
coinvariants convenables (c’est-a-dire de torsion pour la Zp-extension corespondante), il est possible de 
redescendre en utilisant les homomorphismes fonctoriels construits dans le et plus particulierement 
§1.2. Ce qui permet d’obtenir des informations pour les Zp-extensions telles que Xooj{Loa, T) n’est pas 

de torsion. _ 

On fait les hypotheses (Hyp(Foo, P)), (Hyp(Foo,P)) et (irors(foo, P)[) . Soit 3(r) = 3(Eoo,T) = 
nu) 6 S'“i(Foo) 3(Poo,u;, (pour le caractere p trivial). On a contruit dans le §j3^^ la suite quasi exacte de 
A-modules suivante 


0 ^ X^j{F^,T) ^ ai{X^j{F^,f)) ^ 3(Foo,r) ^ 0 


Soit Lao une sous-Zp-extension de F^o/F. Posons P' = Gal(Foo/Aoo), = Zp[[Gal(Loo/E)]]. Dans 
le cas ou XoojiLoo, T) est de torsion, on a alors le diagramme commutatif suivant dont les lignes et les 
colonnes sont quasi-exactes 


0 

3(5>' 

i 

0 ^ 3(T)^' ^ Xao,fiFoo,T)r' 

I 

Xoo,f{Loo, T) 

i 

0 


0 

T 

T 

a\{Xaoj{Foo.f)r') ^ 3(r)r' ^0- 

T 

a\{^ooj{Loo,f)) 

T 

0 


et le quasi-isomorphisme du |3.2| 
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Ne supposons plus Xoo,f{Loo,T) de Ai^-torsion. On a alors le diagramme commutatif suivant dont les 
lignes sent quasi-exactes : 

oloo (^oo./(Aoo, T')r')) Houiai;,^ {Xao,f{Fao, f)-p', A_L^) 


T~ 

0^aL(^°c./(Aoo,r)) 

T 


aL(Aoc./(Foo,r)rO 

T 


i 

HoruA;;, (Xooj(Kxj,T)'" ,Al^) 0 

T 


0 —> ^Aj;,^ (Aoo,/(-F’oo, r)r/) ^ Xaa,f{Foo,T)-pi (Aoo,/(-Foo, r)r/) —> 0 

On en deduit alors comme du § |l.2| des homomorphismes 

^^L^i^x,j{Foo,T)r') —> aL^{X^j{Foc,f)r') 


et une forme sesqui-lineaire 

CasselsL^ {T) : {X(x,,f{Foo,T)r') x {Xoc,fiFoo,T)r') Frac(AL_^)/Ai^ 

quasi non degeneree verifiant 

CasselsL^(T’)( 7 a;,?/) = 7 Casselsi^(T)(a:, 2 /) = CasselsL^ (r)(a:, 7 “^y) 
Casselsi^ (T)(a:, y) = Casselsi^ (T)(?/, a;) . 


On obtient aussi une hauteur p-adique qui est un accouplement sur les quotients sans A^^-torsion de 
Xooj{Foc,T)r' et de Xoo./(Foo, T’)r' a valeurs dans Al^. 

Le noyau (resp. conoyau) de Xoo,/(Foo,F)r' —> a\^{Xao,f{Foo,T)r') est de torsion et quasi- 
isomorphe a 3(F)'" (resp. 3(F)r') qui est d’ailleurs annule par une puissance de p. On en deduit une 
suite exacte 


0^3{Tf ^tA^^ iX^j{F^,T)r>) ^ aljX^j{F^,f)r') ^ Z ^ 0 

avec Z annule par une puissance de p et de /i-invariant inferieur a celui de 3(F)'" . La serie caracteristique 
de tAi,^ (Aioo,/(Foo, F)r') divise done celle de ^Aa^ {Xoaj{Foo,T)r'). Par symetrie, on en deduit qu’elles 
sont egales et que I’on a la suite quasi-exacte 

0 ^ 3(F)'"' ^ tAA<»(^oo./(Foo,F)r3 ^ ^ 3(F)r' ^ 0 


Comme 3(F)r' et 3(F)r' sont de torsion, les suites suivantes sont quasi-exactes 


0 ^ 3(F)r' ^ (Aioo,/(F oo, F)r') ^ {XocjiLoo,T)) 0 

0 —> Oaaoo {XoojiLoo, F))) — > (^Al^ (^oo,/(Foo, F)r')) ^ ^Al^ (3(F)r') ^ 0 

En remarquant que 3(F)'" et 3(F)r' ont meme serie caracteristique (cela peut se voir soit sur le 
diagramme, soit directement : seuls les nombres de Tamagawa aux places de S totalement decomposees 
dans Lao interviennent et on a alors Tam„(T) = Tamt,(T) pour une place ne divisant pas p, en fait 3(F) 
et 3(F) sont quasi-isomorphes), on en deduit le theoreme : 


4.2.1. Theoreme. Supposons (Hyp(Eoo, P)), (Hyp(E’oo, P)) et ( Tors(F’oo, P)| ). Soit f{Foo,T) la serie 
caracteristique de Xao,f{Foo,T) et /(Foo,F) la serie caracteristique de Xoo,f{Foo,T). Alors 


f{Fao,f)A = f{Fao,T)A 


Pour toute sous-'Zp-extension de Fao/F, soit f*{Lao,T) (resp. f*{Lao,T)) la serie caracteristique du 
sous-module de torsion de Xaoj{Lao,T) (resp. Xaoj{Lao,T)). Alors 

r(Loo,r)Ai^ =r(Loo,F)Ai^ 

Autrement dit, pour tout caractere p de Ga\{Lao/F) a valeurs dans C*, on a 

p(r(Foo,F)) = p-'(r(Loo,F)) 
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5. La situation diedrale 

5.1. Preliminaires. Soil K un corps quadratique imaginaire de discriminant D et p un nombre 
premier impair et premier a H. II existe une unique extension K^o de K dont le groupe de Galois 
est topologiquement isomorphe a Elle contient deux Zp-extensions qui sont la sous-Zp-extension 
cyclotomique KQoo de K et la sous-extension anticyclotomique (diedrale sur Q) Hao = Doo de 
K[p°°] = UiL[p"’], le Ringklasskorper de K de rayon une puissance de p. Soit Goo = Gal{Koo/K). 

L’algebre d’lwasawa associee est A = Ak^ = Zp[[Goo]]. On a une dualite 

Ak^ X Hom(Goo,Cp ) ^ Cp . 

Ce qui permet de voir les elements de Ak^ comme des fonctions sur Hom(Goo,Cp ) a valeurs dans Cp. 
Tout element de Hom(Goo,2p ) est de la forme avec y la p-partie du caractere cyclotomique et u 
un caractere diedral. On note Xcyci le caractere cyclotomique et Vdied un caractere diedral. 

La theorie d’lwasawa d’une courbe elliptique sur un corps quadratique imaginaire et des famille des 
points de Heegner tire ses origines de Particle de Mazur (@, voir aussi Kurcanov, [?]). Grace aux 
resultats recents de Vatsal et Gornut, un regain d’interet s’est manifesto. Mais il y a bien d’autres 
resultats montres ou en voie de I’etre et je voudrais les placer ici un peu plus dans le contexte de la 
theorie d’lwasawa. 

5.2. Theorie arithmetique. Soit E une courbe elliptique definie sur Q ou AT de conducteur N ayant 
bonne reduction ordinaire en p. Soit T = Tp{E) son module de Tate, c’est-a-dire la limite projective des 
points de p"-torsion pour n entier et Vp{E) = Qp (g) Tp{E). Soit L une extension finie de K. Le groupe 
de Selmer Sp{E/L) de EjL verifie la suite exacte 

0 ^ Qp/Zp g) E{L) ^ Sp^EjL) ^ m{E/L){p) ^ 0 

Son dual de Pontryagin Sp{E/L) est Homz^(S'p(£'/L),Qp/Zp). Sa variante compacte (voir |^, [p^ ) 
Sp{E/L) est la limite projective des groupes de Selmer relatif a la multiplication par p" : 

0 ^ Zp g)z E{L) ^ Sp{ElL) ^ Tp{m{ElL)) ^ 0 

Lorsque II1{E/L){p) est fini, le dernier terme est nul. Avec les notations du §|[ on a Sp{E/L) = 
E[j{L,Tp{E)) et Sp{E/L) — E[j{L,Vp{E)/Tp{E)). Le quotient de in(£’/L)(p) par sa partie divisible 
est le groupe de Tate-Shafarevich III(Tp(£')/L) associe a la representation p-adique Tp{E) et vaut 
Sp{E/L)/Qp/Zp g) SpiE/L). Ainsi, 

Sp{E/Koo) = lim Sp{E/L) = H}{KooM) 

L 

Sp(E/Koo) = Xoo,f{Koo,Tp{E)) 

Sp{E/Koo) = lim Sp{E/L) 

L 

oil la limite projective est prise relativement aux applications de norme (corestriction). Enfin, il n’est 
pas difficile de montrer que pour une Zp-extension, par exemple Doo-, on a 

Sp{E/D^) = HomA„^(5'p(:^oo),A,3„) ^ Kouv^p,^{Sp(eId^){S piEjo^)), A^J 
et que 

Sp(E/Doo)/tAn^ {Sp{E/Doo)) ^ Hom(,Sp(l^oo),Azi„„) 
est injectif avec conoyau fini. En particulier, Sp{E/Doo) est le A^^^-dual de Xocj{Doo,Tp{Ej) = 
Sp{E/Doo) et est libre. 

5.2.1. Theoreme (Kato). Si E est definie surQ, Sp{E/KQoo) est de torsion sur Aq^k et Sp{E/Koo) 
est de torsion sur Aj^^. Il en est de mime de Sp{E/Koo) ■ 

Il sufSt d’appliquer le theoreme demontre par Kato dans Q a E et a sa tordue par le caractere 
quadratique de K/Q. 

Soit Cp{E/Koo) une serie caracteristique du module de torsion Sp(Koo/K). 
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5.3. Theorie analytique. Soit Lp{E/K^o) la fonction L p-adique interpolant les valeurs L{E,p,l) 
pour p caractere d’ordre fini de GdX[Koo/K). On peut trouver sa definition dans Q qui suit de tres 
pres une construction anterieure de Hida. D’autres constructions ont ete faites par Bertolini et Darmon 
l^. Par un theoreme de Rohrlich ||^, Lp{E/Kao) est non nulle. 

Conjecture (Conjecture principale, [^). Les ideaux de engendres par Lp{E/Kac) et par 

Cp{E/Kao)) sont egaux. 

Remarque. On peut utiliser le theoreme de Kato pour obtenir une divisibilite lorsqu’on se restreint a 
Gal(ifQoo/i^). 


5.4. Equation fonctionnelle. Soit c une conjugaison complexe induisant I’automorphisme non trivial 
de Gal(itr/Q). Elle agit sur le groupe des caracteres Goo de Goo : P‘^(p) = p(crc“^). Ainsi, si y se 
factorise par Gal(ArQoo/Ar), on a = y. Si v est diedral, K = . On considere I’involution suivante 

sur Gao ■■ p" = Ainsi, p "( t ) = p{c-^Tc)-\ Xcyd = Xcyd^ ^dxed = ^d^ed- 
Les deux functions verifient une equation fonctionnelle 


(L(p)) = W)) 

Pour la premiere, cela se deduit de I’equation fonctionnelle complexe et on a en fait 

Lp{E/Kao){p^) = eD{-N)LpiE/Kao){p) ■ 

En appliquant I’automorphisme non trivial c de K/Q qui laisse stable E ainsi que tons les modules 
definis et la proposition 4.2.1 on obtient la seconde equation fonctionnelle. On en deduit que I’on peut 
definir le signe de I’equation fonctionnelle de Cp{E/Kao) ■ le groupe de cohomologie t}, A^^) 

est d’ordre 2 et admet —1 comme element non trivial. Ainsi, on peut choisir Cp{E/Kao) (qui est alors 
defini a une unite pres de Z*) de maniere a ce que 

Cp{E/Kao){p^) = epCp{E/Kao){p) 

avec Cp = ±1. 

5.4.1. Proposition. Soit Xo{A>ao) rang du Ajj^-module S{E/Dao)- Alors, 

g _ ^ Sp{E/K) _ ^_^^Ao(Doo) 


Demonstration. On utilise le theoreme de controle 2.5.1 et I’argument de Guo et Greenberg que Ton va 
rappeler. En se restreignant aux caracteres cyclotomiques, I’equation fonctionnelle devient 

Cp{E/Koo){Xcyd) ~ /Kao){Xcyd) 

On obtient de meme (Guo et Greenberg) 

ep = (-l)'^S^pSpiE/K) 

□ 


Expliquons I’argument de Guo Q tel qu’il a ete repris par Greenberg dans [^. II s’appuie sur 
les faits suivants. Soit A = Zp[[r]], P' un sous-Zp-module de P isomorphe a Zp. On note 2„ = P/P^j, 
An = Zp[[2„]], S un sous-Zp-module de P tel que S 0 P' = {0}, Ah = Zp[[S]]. Soit Af un A-module 
de torsion et de type fini; Mr^ est un As-module de type fini. Soit A„ le A^-rang de Mr^. Alors A„ 
est stationnaire et on a A„ = Aq mod p — 1. En effet, les representations irreductibles de Pyrn 
degre divisible par {p — l)p"“^. 

Soit £„ le quotient de Ain par son An-module de torsion T„ et Too le noyau de AI —> £oo ou £oo est 
la limite projective des Alors Hao est un An-module de torsion, I’application naturelle Hao —^ 
est injective pour n assez grand, les rangs de £oo et de £„ sur A^ sont egaux pour n assez grand et on 
a done 


rgAg £cx) = Ao mod p-l . 

Supposons qu’il existe une forme bilineaire alternee sur T„ quasi non degeneree (ou telle que les noyaux 
soient annules par une puissance de p). Alors le rang de Too en tant que As-module est pair. Pour le 
demontrer, on remarque, en utilisant le lemme du serpent et le fait que £oo —> £« est injective, que 
I’application Too T„ est surjective. Si p est un ideal de A de hauteur 1 premier a p, la forme bilineaire 
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alternee sur induit par localisation une forme alternee non degeneree sur Ap (g) Tn- Le Ap-rang de 


A 


p w Xoo est alors pair. En effet, il suffit d’appliquer le lemme suivant : 


Lemme (Guo). Soit A un anneau de valuation discrete d’uniformisante tt et soit Mn un systeme 
projectif de A-modules de longueur finie tel que M^o = lim soit de type fini et que Vapplication 

naturelle Moo soit surjective. Alors, il existe un entier d et des entiers ri(n), ■ ■ ■ ,rfi{n) tels que 

Mn = X • • • X avec ri(n) > • • • > rd(n) et le rang sur Zp de Moo est egal au nombre 

d’entiers j tels que la suite rj[n) soit non bornee. 

Si maintenant Xn est muni d’une forme bilineaire alternee pour tout entier n, on a r 2 j-i{n) = r 2 j{n) 
pour j > 1 et le rang sur Zp de Xoo est done pair. 

5.5. La conjecture de Mazur. On suppose toujours que le discriminant de K est premier au 
conducteur Ne de E. Dans [^, Mazur conjecture que Sp{E/Doo) est un A^^^-module de rang 1 
si e{—NE) = —1 et de rang 0 si e{—N E) = 1 . 

Cette conjecture et la proposition ^.4.1 impliquent que les signes des equations fonctionnelles de 
Cp{E/Koo) et de Lp{E/Koo) sont egaux. 

Recemment, la situation de cette conjecture a enormement evolue dans le cas de I’hypothese de 
Heegner mais aussi dans les autres cas. Nous appellerons hypotheses techniques des hypotheses qui 
devraient pouvoir etre affaiblies ou evoluer rapidement jusqu’a disparaitre et que Ton trouvera dans les 
articles originaux : 

5.5.1. Theoreme (Bertolini-Darmon+Vatsal, |^, ||2|]). Supposons que c^—Ne) = 1. Supposons de plus 
que \ Ne si i est inerte dans K + des hypotheses techniques, alors Sp{E/Doo) est de torsion. 

La demonstration est en deux parties : 

• demontrer la non nullite de la fonction L p-adique Lp{E/Doo) (theoreme sur les families de 
L(E/K, rj) pour ij un caractere diedral d’ordre fini et de conducteur une puissance de p) 

• demontrer que si Lp{E/Doo) est non nul, Sp{E/Doo) est de torsion 

5.5.2. Theoreuie (Cornut-Vatsal + Bertolini-Darmon-Nekovaf 0). Lorsque e{—NE) = —1 et que tous 
les nomhres premiers divisant Ne sont decomposes dans K, Sp{E/Doo) s-st de rang 1. 

L’enonce complet que Ton attend est montre ou sur le point de I’etre : 

5.5.3. Theoreme. Supposons que c^—Ne) = —1 et que p^ ne divise pas Ne. Alors, Sp(E/Doo) est de 
rang 1. 

La demonstration comporte plusieurs etapes : 

• Construire des points Xn de E{K„) en utilisant une parametrisation de E par une courbe modulaire 
ou une courbe de Shimura et les points de Heegner ou les points speciaux provenant de la theorie 
de la multiplication complexe x{p’’) (idee de Gross exploitee par Bertolini et Darmon, ||]). En 
modifiant legerement ces points, on obtient des points compatibles pour les applications de trace 
et done un element de Sp{Koo) et un sous-module Hoc de Sp{E/Doo). 

• Montrer que est non nul (conjecture de Mazur), ce qui se ramene facilement a montrer qu’il 
existe un entier n tel que Xn est non nul. C’est le role des theoremes de Cornut et Vatsal. On 
pourrait aussi peut-etre utiliser les formules demontrees par Zhang (|^) generalisant les formules 
de Gross-Zagier et qui sont du type : 


L'{ElK,v,l) = C <x^:\x^:^ 


> 


avec C non nul et utiliser un theoreme de non-annulation de la famille des L'{E/K,v,l) pour 
un caractere v diedral d’ordre une puissance de p. On en deduit alors facilement que Hoo est un 
module libre de rang 1. 

Utiliser les techniques de Kolyvagin pour demontrer que le quotient Sp{E/Doo)/Hoo est de 
torsion et done que Sp{E/Doo) et Sp{E/Doo) sont de A-rang 1. Ici, c’est la notion de systeme 
d’Euler qui est fondamentale. La definition precise des points x„ ne sert pas mais le fait qu’il existe 
des points x{np^) pour n sans facteurs carres definis sur le Ringklasskorper de rayon np"*verifiant 
des relations convenables. 
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5.6. Quelques remarques supplementaires. Les techniques de Kolyvagin ont permis a Bertolini 
de demontrer le theoreme suivant : 


5.6.1. Theoreme. Soit I{'Hoo) lo, serie caracteristique du AK^-module de torsion Sp{E/Dao)/'Hao- 
Alors, sous I’hypothese de Heegner et sous des hypotheses techniques, (7 — l)/(7ioo) annule le sous- 
A-module de torsion /Doo)) de Sp{E/Doo)- De plus si 7 — 1 ne divise pas I{'Hoo), liH-oo) 

annule tA^^ {Sp{E/ Doo))- 


Les hypotheses techniques doivent toutes pouvoir etre enlevees a condition de rajouter une puissance 
de p. Et on devrait pouvoir remplacer I’hypothese de Heegner par I’hypothese que e{—NE) = —1 en 
utilisant les points de Heegner-Shimura. Cela faisait suite a la conjecture suivante. Soit u = /2 

et ce la, constante de Manin correspondant a la parametrisation de E par Xq(Ne)- 


5.6.2. Conjecture ( ^|). Les deux elements c|;U^T(E/il)oo) et /(Tioo)^ engendrent le mime ideal de 

^£>00 • 


II semble qu’en poussant a fond la methode de Kolyvagin, on devrait pouvoir montrer la divisibilite 
de /(Hoo)^ par c%u^T{E/D^). Remarquons qu’on deduit des resultats du §4^ que T{E/D^) est un 
carre, ce qui est compatible avec la conjecture precedente. En effet, en composant avec I’involution c et 
en identifiant Tp{E) avec Tp{E)*{l) par I’accouplement alterne de Weil, on obtient une forme bilineaire 
alternee 


(Woo7(7boo, X tAi),,^ {XQQ^f(^EQQ,Tp(^E'j')Qg,^[(^Eoo/Doo)) ^ 

En tenant compte des noyauxet de la difference entre Xooj{Koo,Tp{E))qia{k,^/d,^) et Xooj{Doo,Tp{E)) 
dont la serie caracteristique est une puissance de p, on en deduit que T{E j Doo) est un carre. 

Une consequence de la demonstration du resultat de Cornut est la suivante : 


5.6.3. Proposition. I{'Hoo) n’est pas divisible par p. 


Supposons que c^—Ne) = —1. Nous avons defini precedemment une forme bilineaire 

{{'■l'))xcycl ■ Sp{E / Doo) X Sp{E / Doo) ' 

Elle pent s’ecrire en termes des hauteurs p-adiques classiques de la maniere suivante 


{{x,y)) 


X.cycl 




Ici, Xn est un caractere de Gal(iLoo/£*n) dont la restriction a Gal(iLoo/^oo) est Xcyci ■ On pent reprendre 
la demonstration de pour demontrer : 


5.6.4. Theoreme. Soit p un caractere diedral de Gal{Koo/K) a valeurs dans Z*. 

1) Soit rOoa le rang de Sp{E/Doo) en tant que Au^^-modules. Alors, L{E/Koo){pXcyci) ® 
Xcyci de multiplicite superieure ou egale a rOo^- 

2) Ce zero est d’ordre exactement ru,^ si et seulement si {{■,-))xcyci non degeneree. 

3) On a dans ce cas 

D{Koo/K){pXoyci) ,. // \\ ( \Tijr In \ 

1 ™-- discg^^E/jj^-^{{-, ■))x.yci {p)h{E/Doo){p) 

oil Tp{E/Doo) est une serie caracteristique du Au^-module de torsion de Sp(E/Doo/K). 


5.6.1. Les theoremes ou conjectures precedentes impliquent que est en fait egal a 1 lorsque 
c^—Ne) = —1. D’autre part, I’ordre du zero de C{E/Koo){px%ci) en s = 0 est impair. II serait 
interessant de montrer qu’il existe un point de Heegner dont la hauteur p-adique < z„,Zn 
est non nulle. Gela n’est connu que si E est a multiplication complexe (0). 

Revenons sur le module des points de Heegner. Soit Tin le sous-module de Sp{E/Dn) engendre par 
les traces de Kr[p"'] a des points de Heegner de niveau divisant On a alors la proposition : 


5.6.5. Proposition. La norme de Hn+i d Dn induit une application de LLn+i a Tin- Elle est surjective 
pour n > 1. L’indice de TrnpiTin) dans Tio est egal a L[E/Kp,l)~^ (facteur d’Euler local enp). 
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5.6.6. Remarque. La definition couramment admise est de prendre le sous-module de Sp{E/Dn) 
engendre par les traces de K[p^\ a des points de Heegner de niveau Malheureusement, ce n’est 
pas toujours gros! L’enonce de Mazur dans est incorrect : la condition Op = 2 mod p est inutile avec 
cette definition et la surjectivite affirmee est fausse pour Op = 1 mod p. Essentiellement, on a besoin des 
points de niveau p et de niveau 1 a la fois car la trace de H[p\ a K de yp est un “multiple rationnel” 
(et non entier) de la trace de H[l] a K. 

5.6.2. Cas oil le rang de E(K) est plus grand gue 1. Plagons dans le cas ou I’hypothese de Heegner est 
verifiee et ou le rang de E{K) est strictement superieur a 1. Dans ce cas, on salt que I’image de TLoo dans 
E[K) est nul. Cependant, on pent cependant construire un element de de Zp (g> E{K) de la maniere 
suivante (a condition que 'ni(E/K)(jp) soit fini, construction de Kolyvagin-Solomon) : on choisit un 
generateur 7 de Ga\{Doo/K) et 7 „ sa restriction a £>„. Soit un element Zqo = {zn) de Tioo dont la 
projection est nulle (les se calculent en fonction des points de Heegner de niveau une puissance de 
p). Alors 

p^-i 

i =0 

converge dans lim S{Dn) vers un element de S{K). Moins explicitement, cela revient a resoudre 


I’equation Zoo = (7 ~ ^)z'oo dans S{Dao)- Le fait que cette equation admet une solution vient de ce 
que vient de ce que I’application trace Qp® S{Doo)Gai{D^/K) Qp® Sp{K) est un isomorphisme. Plus 
generalement, il est possible que I’image de z'^ dans E{K) soit encore nulle. II existe un entier r tel que 
Zoo = (7 — et tel que la projection de z^^ dans Sp{K) soit non nulle. Cette projection donne 

alors un point non trivial de Sp{K). 

Soit e le signe de I’equation fonctionnelle de E/Q. 


5.6.7. Lemme. Si z^o = (7 
— (—lyezlf^ mod torsion. 


iYz^ et si Zq ' est la projection 






Cela se deduit de la relation = —ec mod torsion pour un point de Heegner et du fait que 

C7C“^ = 7“^. 

Prenons r maximal. Si le rang de E{<Q) est impair, le rang de E{K)~ est pair. II serait interessant 
de relier les parites de r et de TgE{Q) et meme les valeurs. En tout cas, Zq appartient a 
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